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Anmerkung

a Die folgenden Betrachtungen wiederholen in Kirze Aspekte der digitalen
Signalverarbeitung. Sie erheben jedoch keinen Anspruch auf Vollstandigkeit.
Ausfihrlicher finden sich diese in Lehrbiichern der Signalverarbeitung bzw.
in der Vorlesung ,Signale und Systeme*

a Mathematisch korrekte Definitionen erfordern Kenntnisse aus der
MaBtheorie, die nicht Gegenstand dieser Vorlesung sein sollen. Derartige
Betrachtungen findet man in:

[Gal08]: R. Gallager, Principles of Digital Communications, Cam-
bridge University Press, 2008
[Lap09]: A. Lapidoth, A Foundation in Digital Communications, Cam-
bridge University Press, 2009
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Zur Notation

u Signale werden durch Kleinbuchstaben (x(t), x[n]), deren Bildbereiche
durch GroBbuchstaben (X (z), X (f), X [k]) gekennzeichnet.

a Runde Klammern symbolisieren kontinuierliche Variablen/Wertebereich,
eckige Klammern symbolisieren diskrete/abgetastete GréBen.

m Vektoren des C™ oder des R™ werden durch kleine fettgedruckte
Buchstaben gekennzeichnet; Bsp.: ¢ € C"

wm Matrizen aus C™*™ werden durch grofBe fettgedruckte Buchstaben
gekennzeichnet; Bsp.: A € C™"*"™

m Die komplexe Konjugation wird als *, A* geschrieben, wahrend komplexe
Konjugation bei gleichzeitiger Transposition mit A™ = (A*)T notiert wird.
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Grundlegende Definitionen A\‘("

a Definitionen:

m Ein (zeitkontinuierliches) Signal auf I C R ist eine Abbildung  : I — R oder
z:I— C.
mu Die Menge der Signale mit endlicher Energie auf I wird bezeichnet als

Ly(I):=c2:1—>C:E,; ::/|x(t)|2dt<oo
T

Meist wird I = R sein, dann schreiben wir Ly := L2(R).
m Ein Signal hat endliche Leistung, falls

T
. 1 2
“r
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Grundlegende Definitionen A\‘("

a Bemerkungen:

= Aufgrund der Forderung P, > 0 haben Signale endlicher Leistung keine
endliche Energie.
a Lo (I) kann zu L,(I) verallgemeinert werden:

Ly(I) := x:]—>C:/|x(t)|pdt<oo
T

Falls I (der Urbildbereich von z) ein Intervall [a, b], a, b < oo ist, kann gezeigt
werden, dass L, (1) C Lq(I), 1 < ¢ < p < oo; insbesondere Lo (I) C Li(1).
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Grundlegende Definitionen A\‘("

a Die Signale in Ly bilden einen Vektorraum. Mit dem Innenprodukt

(x(t), y(t)) = / Oy (Hdt, 2(t),y(t) € Ly
und der Norm
le(@)] == / w(@®)2dt, x(t) € Ly,

wird Ly ein Hilbertraum (ein Vektorraum mit Innenprodukt, der vollstandig
ist).
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Grundlegende Definitionen A\‘("

a Bemerkungen:

m Mathematisch ist die Aussage nicht ganz korrekt. Um sicherzustellen, dass die
Norm wohldefiniert ist, ist es entweder notwendig ein stetiges Signal = zu
fordern oder —wie bereits bemerkt— in den Bereich der MafB3theorie
vorzudringen. Beides wird der Einfachheit halber vermieden, aber be aware.

m Die Norm entspricht der Wurzel der Signalenergie, nicht der Energie des
Signals, d.h., E, = ||z|*.
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Fourier-Transformation A\‘("-

u Definition: Die Fourier-Transformation eines Signals x(t), geschrieben als
X(f) == F{x(t)} oder z(t) o—e X (f), und ihre Inverse ergeben sich zu'

oo

X(f):= /J;(t)e_ﬂ”ftdt

— 00

oo

x(t) == /X(f)ej%ftdf.

... falls das Integral existiert. Dies ist z.B. der Fall fir L Signale.
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Fourier-Transformation A\K"‘

a Bemerkungen:

m Schreibt man die'Fourier-Transformation als Innenprodukt,
X(f) = (z(t), e3?™*), so wird deutlich, dass X (f) die Ahnlichkeit des
Signals z(t) mit einer komplexen Schwingung der Frequenz f angibt.

m Die Notation mittels der Frequenz f wird in der Nachrichtentechnik meist
bevorzugt. In der Signalverarbeitung wird oft die Kreisfrequenz w, d.h.,

X(w):= [ z(t)e'dt
1 r jwt
x(t) ::2—/X(cu)eJ dw,
T

verwendet.?

2Gelegentlich auch mit Vorfaktor 1/+/27 in beiden Gleichungen.
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Fourier-Transformation &‘(lT

a Bemerkungen: (ctd.)

= Mit Hilfe der MaBtheorie kann gezeigt werden, dass flir L2-Signale das
Theorem von Plancherel gilt, welches (kurz gesagt) besagt, dass die
Fourier-Transformation von L» Signalen existiert und das Signal Uber die
Inversionsformel wiedergewonnen werden kann.

m Die Verwendung von Lo Signalen verbietet die Verwendung von ,Funktionen®
wie z.B. Sinussignalen oder Dirac’sche Delta-Funktion, so genannter
verallgemeinerter Funktionen oder Distributionen.

In diesem Zusammenhang merkt [Gal08, p. 100+101] an:

= [...] when a finite-energy baseband waveform is modulated by that sinusoid up to
passband, the resulting passband waveform has finite energy.”

m [...] there are many useful waveforms outside the finite energy class. Although
they are not physical waveforms, they are useful models of physical waveforms
when energy is not important.”

Meist werden Transformation von Distributionen als symbolische Notation
verwenden, aber seien Sie sich der mathematischen Besonderheiten bewusst.
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Fourier-Transformation

u Eigenschaften:®

ax(t) + by(t) o—e aX(f) +bY (f)
X(t) o—ez(—f)
w(t —to) o—e X(f)e~12mIto
w(t)el?mIot o—e X(f — fo)
z(t) reellwertig = X (—f) = X"(f)

30Ubungen: Nachweis
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Fourier-Transformation

u Eigenschaften:* ®
[att = nin(ryar o—e x(1)1(F)
2(t)w(t) o—e / X(f — )W w)dv
[att+n dto—s X(HY*(5)
[t @t = [ x(rv*(ras

Faltung

Fensterung

Korrelation

Parseval

4l'Jbung: Nachweis. Hinweis: Zum Nachweis von Parseval nutzen Sie die Korrelationsformel.
5Bedenke, dass somit jede zeitliche Beschrankung eine Faltung im Frequenzbereich bewirkt!

Holger Jékel
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Energy Density Spectrum A\‘("

m Parsevals Theorem mit y(t) = x(t) ergibt

[lsopar= [ px(opar

Da die linke Seite die Energie eines Signals beschreibt, bietet Parseval die
Mdoglichkeit, die Energie durch Integration im Frequenzbereich zu
berechnen. Deshalb heiBt | X (f)|? die spektrale Energiedichte,
Energiedichtespektrum, energy spectral density (ESD).
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Fourier-Transformation A\K"‘

a Beispiele:
m Rechteck-Funktion und ihre Fourier-Transformation (Ubung: Nachweis)

1, |tI<Z sin(7T'f)
rectr(t) :=< ~ 2 o—T:si(nTf) =T - ——~2
() {07 >3 (+T¥) T
= Aufgrund Dualitat folgt:
Lolfl<3
B - si(mBt) o—s rectn = =2
(w50 ) {0, 111> 3
16 in der Nachrict ik — Digitale Si itung, Basics Communications Engineering Lab P!‘
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Fourier-Transformation AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

a Beispiel: Rechteckpuls und Spektrum; Dualitat

1.0 20 N
08 Breite: T 15 H
06 = 10 H Nulldurchgang: 1/T
=04 = 05 \
0.2 ~ N
) JITLTE AiRwY
‘ 0.0 Wi i
0.0 i
2 =2 0 b 1 ) T 0 0 30
t/s 1z
20 | 1.0
5 | 0.8
10 ” =06
Sy ‘ =04
1 ‘g 0.2
0 ||| A
I 0.0
_5
290 —15 —1.0 —05 00 05 10 15 20 —20 —10 0 10 20
t)s f/Hz
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Fourier fiir Leistungssignale g\(lT

a Problem: Anwendung von Fourier erfordert Konvergenz des Integrals, z.B.
x(t) € Ly oder x(t) € Lo. Periodische Signale kénnen dies nicht erfillen.

a Loésung: (nach [Urk83])
a FUr ein Leistungssignal z(t) definiere das gefensterte Signal

Zor (t) := x(t) - rectar(t).

a Da z27(t) endliche Energie hat, besitzt es eine Fourier-Transformation
Xor(f) und wir erhalten®:

T oo
1 2y, a1 2
P=fim o [ a0t = m o [ learoat
-T —o0

1 X 2
= jim oF / | Xor(f)IPdf = /Tlinéo%df

6. angenommen, dass Integration und Grenzwert vertauscht werden kénnen . . .
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Fourier fiir Leistungssignale g\(lT

a Lésung: (ctd.)
m Definiere die gemittelte spektrale Leistungdichte als

lim |X2T(f)\2.

Caa(f) 1= Jim oo

a Es kann gezeigt werden (Ubung: Nachweis), dass

[e'<]

P} ()= [ gim P ey
B T
:Tlgrlw%/x(t+r)x*(t)dt,
-T
entsprechend der Autokorrelationsfunktion.
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Fourier fur Leistungssignale AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Theorem (Wiener-Khintchin)

Die spektrale Leistungsdichte, power spectral density (PSD), eines Leistungssi-
gnals entspricht der Fourier-Transformation der Autokorrelationsfunktion:

o 1 Xer(HP
Coo(f) = lim ——-—

Wegen P = ¢,,(0) = [ ®,,(f)df beschreibt die PSD die Verteilung der Leis-
tung Uber der Frequenz.

Holger Jékel

in der Nachrict ik — Digitale Sig i Basics Communications Engineering Lab Z

7



Fourier fur Leistungssignale ﬂ("

m Beispiel: Betrachte Sinusfunktion x(t) = sin(2 fot) fur verschiedene T':

10 30
o e )
= 00 S R | i
’1'3[ 10 20 30 ] 50 4:]10 [ E— 0y P ]
(J..I)M M‘ T =100 iﬁ: “ 1
S =%
;i:f;\/H | 1 &
—10 M '“\ n 28 JL J‘,
o ‘ i 20 30 ‘ [ 0 e 0 P T
. \ _ 600
- M H ‘\ ” w (H ‘! i H MH M\ %3;;3
A £
r” Ll M‘\J il ”\ w M il u.w &
’”’[ o 1 2 0
J/H
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Addendum: Zur Korrelation

a Die Korrelation fiir Energiesignale’ war definiert als:

Pay(T) 1= /:L‘(t + 7)y* (¢)de;
teilweise verwenden Lehrblcher
Pay(T) 1= /x(t)y*(t +7)dt = /:r(t — 7)y*(¢)dt,
also wo ist der Unterschied (falls vorhanden)?
Diskussion: Begriinden Sie obige Wahl mit Hilfe von modulierten Signalen,

deren Autokorrelation und der (bisher “offiziell unbekannten®) PSD fir
stochastische Prozesse.

7Analoges gilt fir Leistungssignale.

22
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Ubersicht

@ Digitale Signalverarbeitung, Basics

@ Das Abtasttheorem
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Das Abtasttheorem A\‘("

a Motivation:
m Physikalische Signale sind analog
m Analoge Signale missen A/D gewandelt (abgetastet und digitalisiert) werden,
um sie im Rechner zu bearbeiten
= Arbeite mit Samples statt mit zeitkontinuierlichen Signalen

a Das Abtasttheorem ...
m definiert die Voraussetzungen fiir Abtastung
m ist eine theoretische Aussage. Praktische Realisierung kann zu Fehlern flihren
= Abschéatzung der auftretenden Fehler notwendig
m wird durch by A/D-Wandlung realisiert
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Das Abtasttheorem AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Theorem?®
Falls die stetige L;-Funktion z : R — C auf [—-W, W] bandbegrenzt ist, d.h.
X(f) = 0,|f| > W, dann wird z(t) durch Abtastwerte der Rate 2WW, entspre-
chend einer Abtastzeit von t5 = ﬁ vollstdndig beschrieben. Das Signal kann
Gber

oo

x(t) = Z xn] - si(m-2W - (t — nty))

n=-—oo

mit Samples z[n] := z(nts) rekonstruiert werden.

8Das Theorem wird meist Shannon zugeschrieben, der dessen Anwendbarkeit in der Nachrichtentechnik
erkannt hat. Historisch haben verschiedene Personen vorher dhnliche Aussage gefunden, z.B. Nyquist,
Whittaker und Kotelnikov.
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Das Abtasttheorem A\K"

m Beweis: (nach [Jon91]) Sei ¢,, := nAt. Die Fourier-Transformation von z(t)
ist null auBerhalb von [—W, TW]. Damit folgt:

o(t) = / X(f)el?mtdf,

Sei X(P)( f) die periodische Fortsetzung von X (f) mit Periode 2, dann
kann dieses als Fourier-Reihe geschrieben werden:

X®(f) = Z cped2maiv f

k=—o0
w
o= s [ X(fje el
2W
-w
26 in der Nachrict ik — Digitale Si itung, Basics Communications Engineering Lab »{
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Das Abtasttheorem

m Beweis: (ctd.) Vergleicht man die inverse Fourier-Transformation und die
Fourier-Reihe, so beobachtet man ¢, = 7i-z(—5%-). Wegen

| E\ iop |1 k
_ _ Y 2w S| < _ -
Zmzwx( 2W>e = Zoo‘wva’( 2W)‘<OO

k=— k=—

konvergiert die linke Seite gleichmaBig, weswegen Summation und
Integration vertauscht werden darf. Einsetzen liefert

w
=1 k . -
=) = / 2 2Wx( 2W>QJ2 et
“w k=—o0

1 K’ v
R j2m(t—E£o)f
> g (57) [ ey

k'=—o0

was die Aussage nachweist.
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Karisruher Insttut 0 Technologie

Das Abtasttheorem
m Beispiel: Sinusfunktion z(t) = sin(27 fot) mit fo = 1Hz und ¢; = 0.1s:

10 -
~ P 10
4 \ VAN
/ \ T=0.1 / \
/ \ / \
/ \ / \
ot S
S \ / \
/ \ / \\
/ \ /
/ \ / \
[ \ / \
= \ / .
Z 00 &\ f' z
\ /
\ /
\ /
/
—05 \
v
\ / —0.2 e
\\ / Rekonstruiertes Signal
/ .
0 . 4 —04 sinc-Kerne
00 02 01 06 08 L0 12 14 0.0 0.1 0.2 03 0.1 0.5
Lfs s

Communications Engineering Lab

ik — Digitale Sigl Basics
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AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Das Abtasttheorem
m Beispiel: Sinusfunktion z(t) = sin(27 fot) mit fo = 1Hz und t; = 0.4s:

10 N\ N 10
/N /o
\ / \
/ \ T=0.4 / \
/ \ / \ 0.8
/ \ / \
/ /
05}/ ﬂ\ i \
/ \ / \ 06
/ \ / \
/ \ /
/ \ / \ 04
- / \ / I =
= 00 | =
S \ / =
\ /
\ /
—05 \ /
' \ /
\ /
\ /
\\ / Rekonstruiertes Signal
/ .
10 A —04 sinc-Kerne
00 02 01 06 08 L0 12 14 0.0 0.1 0.2 03 0.1 0.5
Lfs s

i

ik — Digitale Sigl Basics Communications Engineering Lab

in der Nachrict

29 i
Holger Jékel



Das Abtasttheorem A\‘("

a Das Abtasttheorem ist eine theoretische Aussage. Verschiedene reale
Fehler miissen berlicksichtigt werden.:

u Quantisierungsfehler: Durch endliche Wortlange differiert der A/D-Ausgang von
den realen Werten.

m Fehler durch Fensterung (leakage): Letztlich kann immer nur ein gefensterter
Teil eines bandbegrenzten Signals beobachtet werden. Wichtig:
Bandbegrenzte Signale kdnnen niemals zeitbegrenzt sein.

m Fehler durch Aliasing: Signale sind niemals echt bandbegrenzt. Somit ergeben
sich durch periodische Wiederholung des Spekirums Fehler (siehe Beweis des
Abtasttheorems).

m Fehler durch Jitter: Reale Abtastzeiten differieren von theoretischen
Abtastzeiten aufgrund von zeitlichen Abweichungen.

30
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AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Das Abtasttheorem

a Beispiel: Sinusfunktion x(t)
3 Bit Quantisierung:

Signal und Samples

sin(27 fot) mit fo = 1Hz und ¢5 = 0.1s und

Rekonstruiertes Signal
/N

/)
I\
// |

1.0 /\\
\ // \
[a a\ SR
/ \ /
[ \ /
14 s 14 . /
05 fa N A A\\
/ \
/ \ / \
/ \ f \ \
/ / \
= 0 n"‘ \ / )
\ / \
\ i l
\ /
\\ /
—05 " Y
L 4
\\ ,‘/
\ /
\ /
—1.0 }\)-(
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.2 14
tfs
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Das Abtasttheorem

AT

er Institut o Technologie

m Beispiel: Sinusfunktion z(t) = sin(27 fot) mit fo = 1Hz und ¢, = 0.1s und
8 Bit Quantisierung:

Signal und Samples

Rekonstruiertes Signal
1.0

32
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Das Abtasttheorem A\K"

a Bemerkungen:

Das Abtasttheorem bleibt giiltig, wenn kleinere Abtastzeiten ¢, < 1/(2W)
gewahlt werden.

Der absolute Wert der Abtastzeiten ist nicht relevant. Nur deren Abstand ist
durch das Abtasttheorem begrenzt.

Wie im Beweis gesehen ist das Signal vollstandig durch seinen Frequenzgehalt
in [-W, W] beschrieben. Wenn abgetastete Signale mit Abtastzeit ¢,
betrachtet werden, nennt man [—5;-, ;-] das Nyquistband.

Zur Vereinfachung erfolgt der Beweis des Abtasttheorems fiir L1 Funktionen.
[Gallager] liefert auch einen Beweis in Ls.

Als Nebenprodukt des Beweises des Abtasttheorems folgt die Tatsache, dass
periodische Fourier-Transformationen zu diskreten Zeitfunktionen fihren (und
aufgrund Dualitat vice versa).
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Das Abtasttheorem A\‘("

a Bemerkungen: (ctd.)
m Das Abtasttheorem kann als Reihenentwicklung im System

sin(2aW (t — nts))

n(t) = , Z
o)== ) o "€
betrachtet werden, wobei
/ (Oon(B)dt = 5 = 4 T =T
SDm Son - 2W mn — , m # n

a Wegen @ (¢ts) = Ok ist das Signal z(t) in t, = £t vollstandig durch z(t;)
bestimmt. Falls ¢’ kein Abtastzeitpunkt ist, hangt z(¢') (prinzipiell) von allen
Funktionen ¢y (t) ab. Der Einfluss ¢ (t) sinkt mit zunehmendem Abstand von
t/ und tr.

34
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Ubersicht A\‘(IT

@ Digitale Signalverarbeitung, Basics

@ Diskrete Signale und zeitdiskrete Fourier-Transformation
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Zeitdiskrete Signale A\K"

a Geman Abtasttheorem ist die Verwendung zeitdiskreter Signale
ausreichend. Durch Ubertragen der jeweiligen Definitionen ergibt sich:

a Definitionen:

m Ein zeitdiskretes Signal ist eine Abbildung = : Z — R oder z : Z — C.
m Die Menge der Signale mit endlicher Energie wird bezeichnet durch

oS}
ly = {x:Z%C:EZ:— Z m[n]|2<oo}
m Ein Signal hat endliche Leistung, falls
0< Py := hmooQN—i-l Z lz[n]]* < oco.
36 i in der Nachrict ik — Digitale Si itung, Basics Communications Engineering Lab {
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Zeitdiskrete Signale A\K"

a Bemerkungen:
m Die Menge /- ist ein Vektorraum. Versieht man ¢2 mit Innenprodukt und Norm
geman

oo

(@[] yln)) == Y alnly"[n], aln],yln] € L2

n=-—oo

(oo}

S lelnl?, afn] € £

n=-—oo

l[z[n]ll -

so wird es ein Hilbertraum.

m Die Mengen
Ly = {x:Z—)C: Z |x[n}|p<oo}
1
bilden Vektorraume mit Norm ||z ||, := (3, |z[n][?)? .

n

i in der Nachrict ik — Digitale Si itung, Basics Communications Engineering Lab /
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Zeitdiskrete Fourier-Transformation

Die zeitdiskrete Fourier-Transformation, discrete-time Fourier transformation,
DTFT, eines Signals z[n] ist®:

X(f)= Y alnle-rire,
":—OOfS

a:[n]:fl / X (f)ed?intsqf, ncZ.
"

T2

Die DTFT ist periodisch mit der Periode f;.
Wurde das Abtasttheorem eingehalten, ist das Signal durch seinen Frequenzge-

halt im Nyquistband [~ £, £] = [ 3¢ 31 volistandig beschrieben.

9. .. falls die Summe konvergiert, z.B. falls z € £;.

ig| i Basics Communications Engineering Lab /

crw_
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Zeitdiskrete Fourier-Transformation

AT

er Institut o Technologie

m Beispiel: Abtastung eines GauBpulses mit t; = 0.25s

0.5 12
Samples Period. Wdhl. Nyquist Spektrum
0.4 10
0.3 8
=02
5
0.1 4
0.0 2
L3 -2 -1 0 1 2 5= 1 2 0 2 RN
t/s /Hz
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Zeitdiskrete Fourier-Transformation g\(lT

a Bemerkungen:
m Mittels der normierten Frequenz ) = 27 fts = wts wird die DTFT zu

X@Q) = Y znle, Qe -]

n=-—oo

oln] = % /X(Q)e-i“”dﬂ, nez.

Alle Eigenschaften der FT bleiben mit entsprechenden Anpassungen guiltig.
Zur Unterscheidung der Transformierten verwenden manchen Autoren bei
diskreten Signalen die Schreibweise X (eI)."

In [Gal08] ist ein Beweis firr die Existenz der DTFT in ¢2 gegeben.
Zeitdiskrete Signale entsprechen periodischen Fourier-Transformationen.

10potivation: Entstehen der Fourier-Transformationen aus s- bzw. z-Transformation.
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Zeitdiskrete Fourier-Transformation AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Beschrankt man z[n] auf N Samples und tastet X (f) mit Af = 1/(Nts) ab —

entsprechend AQ) = 27 /N — so ergibt sich die Diskrete Fourier-Transformation,
DFT:

N-1

X[k] = z[nle —jem
n=0
L= :
- L
N

" Ubung: Zeigen Sie, dass obige Gleichung die Inverse DFT beschreibt.
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Zeitdiskrete Fourier-Transformation g\(lT

a Bemerkungen:

m Die DFT ist eine Abbildung zwischen diskreten und periodischen Folgen.
Beachten Sie, dass implizit stets gilt:

z[n] = z[n+vN], X[k] = X[k + kN], v,k EZL

m Die DFT entspricht abgetasteten Werten der DTFT. Es folgt:

2(0),2(t), .., (N — 1)t,) o—e X(0), X (%f) X (%f)

m Berechnung der DFT erfolgt effizient durch die Fast Fourier Transformation
(FFT) falls N = 2™,

w Die DFT kann mit Appr = (e 327%"/N), . als Matrix-Vektor-Gleichung
X = Aprrz dargestellt werden. Die inverse Operation lautet
AprT = %AEFT-
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Zeitdiskrete Fourier-Transformation g\(lT

m Beispiel: (nach [PJ15]) DFT der komplexen harmonischen Schwingung
x[n] = el?7fonts mit N Samples liefert

N-1 N-1
X[k?] — Z JJ[ —J27TN Z eJQTr(font - = Z ejQw(fotSN—k)%
n=0 n=0
a Fall 1: Falls fotsN = £ € N, so folgt
N-1 )
X[k] = Z eJQﬂ'(e_k)W =N - 6k(.
n=0

Sprich: Falls die Frequenz des Signals zum Beobachtungsfenster ,passt,
ergibt sich das erwartete Resultat."®

2Beachte die Periodizitat; dadurch kann stets angenommen werden, dass 0 < £ < N — 1.
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Zeitdiskrete Fourier-Transformation g\(lT

a Beispiel: (ctd.)
w Fall 2: Fiir fots N ¢ Nfolgt fots N =€+ X, |A| < & und die DFT wird:"®

N-1 )
. m 1— eJQﬂ(Z«FA*k)
X[k = 3 el g
n=0
_ pimea—k) Mgt sin(w(£ + X — k))
sin(r(0+ X —k)=)

1— ej27r(£+)\—k)%

Da die Frequenz der Harmonischen nicht zur DFT passt, ergibt sich kein reiner
Dirac, sondern die Energie wird in andere Frequenzen ,geleaked”. Deshalb
heif3t der Effekt Leakage.

N
"3Erinnerung: -0 ¢ = 4 g # 1.
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Zeitdiskrete Fourier-Transformation

a Beispiel: (ctd.) Plots fiir ¢ = 5, A = 0,0.25,0,45

Re{afn]}

J [ l l J 1 l I l l I 1
—0.5 —0.5 -0,
-1.0 . -10 —-1.0 . 3
( £ 01 2 30 ( 5 0 120 % 30 0 5 1015 20 2 30
n n n
30 30 30
25 25 25
20 20
15 15+
10+
5L
il v 0 'VT‘T“‘TV N340 0000000 0000000 N
30 1520 2 30 0 5 20 2 30
k k
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DFT — Zero Padding

m Beachte: Auflésung der DFT wird durch die Beobachtungslange bestimmt.

m Aber: Das Signal wurde bereits gesampelt, wie kann also die Auflésung
erhéht werden?

a Losung: Kinstliches Erhdhen der Sample-Anzahl durch Anhangen von
Nullen, genannt Zero Padding; mit N’ > N folgt:

N'—1 N—

kn kn
D alnle Z nje’*"
n=0 n=0

d.h. die Frequenz wird mit , statt mit £ + abgetastet.

a Beispiel: ,Stetige” Fourier-Transformationen im Beispiel der Harmonischen
wurden durch Zero Padding erzeugt.

i in der Nachrict ik — Digitale Si itung, Basics Communications Engineering Lab /
Holger Jakel u‘iw_




47

Ubersicht

@ Digitale Signalverarbeitung, Basics

@ Die z-Transformation
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z-Transformation ﬁ("’

risruher Institut for Technologie

Definition
Die z-Transformation eines zeitdiskreten Signals z[n] lautet

o0

X (2) := Z{z[n]} = Z x[n]z™",

n=—oo

falls die rechte Seite ein nicht-leeres Konvergenzgebiet besitzt. Nach Cauchy-
schem Integralsatz'* ergibt sich die inverse Transformation'® zu

1 n—1
x[n] = o %C’X(Z)Z dz

wobei C' ein einfacher geschlossener Weg im Konvergenzgebiet ist.

1, k=0
0, k#0°
15praktisch erfolgt die Inversion uber Tabellen, Residuensatz und Partialbruchzerlegung.

4Welcher besagt, dass 727 $o 2 M dz = 6[k] =
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z-Transformation %("

er Institut o Technologie

a Wegen

(]2
=2
=
N

!
_|_
g
=3
=)
N
:

Z x[n]z™" =

n=-—00 n=—oo n=0

ist es notwendig, dass beide Summen konvergieren. Uber die Definitionen'®

-1
Ry :=limsup V/|z[n]|, Ri:= {limsup \”/|x[—n]|}

n—oo n—oo
ergibt sich das Konvergenzgebiet als Kreisring'”

AC::{ZECIR2<‘Z|<R1}.

-1
16Erinnerung: Eine Potenzreihe 3, -, a, 2™ konvergiert fur |2| < R := <lim SUP,, 00 7\’/\0,,1\) .
7Beachte: A = 0, A, = C méglich; Werte 0 und oo sind zulassig; Konvention: 1/0 = oo, 1/c0 = 0.
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z-Transformation A\K"‘

u Beispiele:'®
m Zeitdiskreter Dirac

1 =0

z[n] =d[n] =<’ " o—e X(2)=1,A.=C
0, n#0

m Einseitige Exponentialfunktion

a®, n>0 z
z[n] = ’ T o—eX(2)=——,Ac={2€C:|z| > |a]}.
g {07 "20 o X()= o A= (2 Clel > ol

m Zeitdiskrete Sprungfunktion

1, n>0
0, n<O0

z[n] = o[n] := {

o—oX(z):ﬁ,AC:{zeC:\z|>l}

8(Jbung: Nachweis

50
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z-Transformation

a Eigenschaften:'®

ax[n] + by[n] o—e a X (z) + bY (2) Linearitat
x[n — ngl o—e 27" X (2) Zeitverzdgerung
n z .
a"z[n]o—e X (a> Modulation
nx[n] o—e — z%X(z) Ableitung
x[n] « hln] := Y x[n — m]h[m] o—e X (2)H(z) Faltung
me7Z

= Ubung: Bestimmen Sie die z-Transformation von z*[n] in Abhangigkeit von

19[]bung: Zeigen Sie deren Giltigkeit und Uberlegen Sie sich die Konvergenzgebiete
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z-Transformation A\KIT

a Bemerkungen:

m Falls das Konvergenzgebiet den Einheitskreis enthélt, ergibt sich die DTFT aus
der z-Transformation durch z = ¢, (Ubung)

a Kausale Signale (z[n] = 0,n < 0) haben als Konvergenzgebiet den Bereich
auBerhalb eines Kreises; anti-kausale Signale (z[n] = 0,n > 0) besitzen
Konvergenzgebiete, die innerhalb eines Kreises liegen.

m Die z-Transformation ist eine holomorphe Funktion in ihrem Konvergenzgebiet.

a Mittels z = rel? folgt

X(2) = Z x[n}r_"e_jdm,

so dass die z-Transformation eine Verallgemeinerung der DTFT ist. (,durch
geeignetes r kann man die Summe zur Konvergenz zwingen*)
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Ubersicht

@ Digitale Signalverarbeitung, Basics

@ Systemtheorie zeitdiskreter Systeme
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Zeitdiskrete Systeme

m Definition: Ein System ist ein Operator, der ein Eingangssignal z[n] auf ein

Ausgangssignal y[n] abbildet:

yln] = S{x[n]}.

Ein System heif3t
m linear, falls

S{azi[n] + bza[n]} = aS{z1[n]} + bS{z2[n]}.
m zeitinvariant, falls
y[n] = S{z[n]} = y[n —no] = S{x[n — nol}.

m Linear time invariant, LTI, falls es linear und zeitinvariant ist.
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Zeitdiskrete Systeme A\‘("

a Wegen

o0

x[n] = (z*6)[n] = Z z[m]d[n —m)|

m=—0o0

folgt fur LTI-Systeme: (— Diskussion)

y[n]:S{ > x[m]a[n—m]}: > z[m]S{s[n — m]}

m=—00 m=—o0
(o) o0
=: Z x[m]h[n —m] = Z z[n — m]h[m)]
m=—0oQ m=—oo
= z[n] * hln]
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Zeitdiskrete Systeme

Theorem

Karlsruher Insttut

nnnnnnnnnnnn

LTI-Systeme sind vollstéandig durch ihre Impulsantwort

hin] := S{d[n]}

beschrieben. Der Ausgang ergibt sich durch Faltung des Eingangs mit der Impuls-

antwort:
yln] = S{z[n]} = z[n] x h[n].

i in der Nachrict ik — Digitale Sig i Basics
Holger Jékel

Communications Engineering Lab



57

Zeitdiskrete Systeme

= Ubung: Welchen Effekt haben Filter mit den folgenden Impulsantworten?
a hln] =é[n— K]
a hln] =oln] —oln — K]
a h[n] = a"oln]

Verwenden Sie diese zur lllustration der folgenden Begriffe.
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Zeitdiskrete Systeme

a Definition: Ein System ist Bounded Input Bounded Output (BIBO) stabil,
falls jede beschréankte Eingangsfolge auf eine beschrankte Ausgangsfolge
fOhrt:

IB, :|z[n]| < By < o0, ne€Z = 3B, :|yn]|<B,<o0, neZ

a Theorem: Ein LTI-System ist BIBO-stabil genau dann, wenn

o0

> Inln) < co,
n=—oo
d.h., falls die Impulsantwort absolut summierbar ist.

a Beweis:

m Hinreichend, weil . ..
a Notwendig, da fir z[n] := ‘Z%:Z% und |y[0]] folgt . .. [ |
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Zeitdiskrete Systeme

a Definition: Ein System heif3t kausal, falls der Ausgang nur von aktuellen
oder vergangenen Eingangswerten (und nicht von zukiinftigen) abhangt.

a Theorem: Ein LTI-System is kausal genau dann, wenn
hin] =0 furn < 0.

d.h., falls die Impulsantwort ein kausales Signal ist.
a Beweis: Ubung
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Zeitdiskrete Systeme

a Definition: Ein System heif3t FIR-System (finite impulse response), falls die
Dauer der Impulsantwort endlich ist:

dM < N :hjn]=0firn < M,n > N.

Sonst ist es ein /IR-System (infinite impulse response).

m Bemerkung: Ein FIR-System ist stets BIBO-stabil. (Ubung: Uberlegen)
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Zeitdiskrete Systeme

w Definition: Die Ubertragungsfunktion eines LTI-Systems ist die
z-Transformierte der Impulsantwort:

H(z) := Z{h[n]}.

m Theorem: Die z-Transformierte des Ausgangssignals eines LTI-Systems ist

d.h., die Multiplikation der z-Transformierten des Eingangs und der
Ubertragungsfunktion.
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Zeitdiskrete Systeme

w Fir kausale LTI-Systeme folgt i[n] = 0,n < 0; damit ist

H(z) = Zh[n]zf" = A.={2€C: Ry <|z|},

n>0

d.h., das Konvergenzgebiet ist die Region au3erhalb eines gewissen

Kreises.
® LTI-System stabil = ) |h[n]| < co = Einheitskreis liegt im
Konvergenzgebiet
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Zeitdiskrete Systeme A\‘("

m Definition: Der Frequenzgang eines LTI-Systems ist®®
H(Q):= H(el?) = > h[nJe "
Betragsgang und Phasengang des Systems sind:
[H(Q)],  »(Q2) = arg(H(2)).
Durch Ableitung des Phasengangs entsteht die Gruppenlaufzeit

(@) = —Lo(@),

20Falls die rechte Seite existiert, z.B. fur kausale und stabile Systeme.
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Zeitdiskrete Systeme

a Theorem: Komplexe Harmonische sind Eigenfunktionen von LTI-Systemen,
wobei der Frequenzgang den Proportionalitatsfaktor angibt:

z[n] = " — y[n] = H(Qp)eI%n

m Beweis: Ubung

a Bemerkung: Damit beschreibt H () die Wirkung des Systems auf die
Frequenz Q0. = Wichtige Interpretation bei Filterung, Phasendrehung,
etc.

64
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Zeitdiskrete Systeme A\‘("

a Definition: Eine lineare Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten

lautet:?!
q P
Zayy[n —v] = Z buxln —pl, ag#0
v=0 pn=0
Fira, = --- = a4 = 0 ist das System nicht rekursiv. Ist mindestens ein

a; # 0 ist das System rekursiv.

21 dieser Formulierung ist das System bereits kausal.
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Zeitdiskrete Systeme

m Durch z-Transformation der Differenzengleichung folgt:

q P
Z a,Y(z)z7" = Z buX(z)z™#
v=0 pn=0
und somit
P p p
bzt > byt [I (=~ 20,u)
H(z) = “;07 _ up . “207 — Hy-29°P. uq—l 7
S ay,zv 3 ag—yz¥
v=0 v=0

v=1
wobei zg ,, und z ,, die Nullstellen und Pole der Ubertragungsfunktion
bezeichnen.
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Zeitdiskrete Systeme A\‘("

a Bemerkungen:

m Sind alle Pole innerhalb des Einheitskreises, so ist das System kausal und
stabil oder anti-kausal und instabil.

m Sind alle Pole auBerhalb des Einheitskreises, so ist das System kausal und
instabil oder anti-kausal und stabil.

m FIR-Systeme sind immer stabil und haben Pole nur im Ursprung. lIR-Systeme
haben mindestens einen Pol auBBerhalb des Ursprungs.

67
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Zeitdiskrete Systeme

a Man sieht: »
H |ejQ - zO,u|
=1
|H(Q)| = [Ho| g
[T 6% = 200
v=1
und

P .
IT (1 — 20,,)
=1
o) —arg | B
[] (ei® — Zoo,v)

v=1

a Ubung: Realisieren Sie einen Algorithmus zur Berechnung von
Betragsgang und Phasengang eines LTI-Systems basierend auf dessen
Polen und Nullstellen.

68
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Zeitdiskrete Systeme

a Beispiel:

0.523
(z=0.5)(z — (0.25 + 0.85))(z — (0.25 — 0.85))

H(z) =

lan nit circl
10| zplane unitcircle
L0
0.5
0.5
. (3)
< 0.0 3 ]
E * = {
ooftly ﬂ.lﬂ...’-.-
' ‘ ‘
1.0 —0.5
1.0 0. 0.0 0 L0 il 10 [ 0 100
Re{:}
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Zeitdiskrete Systeme

a Beispiel: (ctd.)

AT

2.0
i
3.5 “A\ (\ 15 /\\
I /)
3.0 / | [ L0 frod
i /]
2, ’ ‘ " \ 0.5 |
2.5 ‘ \ ’ “ .5 \
| | |
_ I I
S0 [ / “ S / AP
S [ 7 5 = /
N | ./ ‘\ \ /
1.5 | \ —05 { /
| \ | /
| \ .
Lo \ -10 |
// \ \ /
\ |
0.5 / \\ —15 V%
Wr——=——=2 1 0 1 =2 B e
0 Q
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Zeitdiskrete Systeme A\K"

a Definition:

a Systeme mit |H(2)| = 1 heiBBen Allpass.
m Ein System heif3t minimalphasig, wenn keine Nullstellen auBerhalb des
Einheitskreises liegen, d.h., falls |z .| < 1.

a Theorem: Jedes kausale LTI-System kann in einen Allpass und ein
Minimalphasensystem zerlegt werden.

m Beweis: siehe beispielsweise [PJ15]
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Zeitdiskrete Systeme A\‘("

a Bemerkungen: (nach [Pro96])
m Kénnen Pole und Nullstellen gemaB® zo,,, = 1/z%, , in Bezug gesetzt
werden, so wird das System ein Allpass fir Ho =[], |2c0,v
a Wegen |H,,(€2)| = 1 wird der Betragsgang des Systems durch den
Minimalphasenanteil bestimmt.
a Da gezeigt werden kann, dass 74,ap(£2) > 0 gilt, folgt:

79(Q) = Tg,mp(Q2) + Tg,ap(2) > Tg,mp ().

D.h., Minimalphasensysteme haben die minimale Gruppenlaufzeit aller
Systeme mit identischem Betragsfrequenzgang.

22Umordnung kann notwendig sein.
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Zeitdiskrete Systeme A\K"

a Bemerkungen: (ctd.)
m Definiert man flr ein kausales System die Teilenergie

n

E(n):= Y |h[k]*,

k=0

so kann gezeigt werden, dass Minimalphasensysteme stets
Eunp(n) > E(n)

erflllen, wenn alle System mit identischem Betragsfrequenzgang und
identischer Gesamtenergie E := lim,_, F(n) betrachtet werden. Somit
reagieren Minimalphasensysteme in dem Sinne schneller, dass sie ,ihre
Energie friher ausgeben®.
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Zeitdiskrete Systeme A\‘("

a Definition: Ein Minimalphasensystem heil3t invertierbar, falls seine
Nullstellen innerhalb® (“nicht nicht auBerhalb®) des Einheitskreises liegen.

m Fir kausale, stabile und invertierbare Systems ist die Ubertragungsfunktions

p
1:[1(2 — 20,1)
H(z) = Ho - 29 P ————, |20l 2000 < 1.
(2 = 2oe)
v=1

Somitist G(z) := 1/H(z) ein stabiles Filter, das zu H(z) invers ist.

23Frau_:]e: Warum wird die Minimalphaseneigenschaft nicht direkt so definiert?
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Zeitdiskrete Systeme

KIT

a Beispiel: Bestimme das inverse System zu dem System aus vorigem

Beispiel
1.0
10| Zplane S S /unit circle
s ’ \\
° N
/ N\
/ \
/ AN -
05 // \ 0.5
- | ) ‘
200 x = 00
ET ! I =
‘\
—0.5f ) .
\ y —0.5
AN ///
AN /
° /
\‘\ e
-10 .
10 —05 0.0 05 0 —10 20 £ 0 &0 100
Re{z} n
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Karisruher Insttut 0 Technologie

Zeitdiskrete Systeme AT

a Beispiel: (ctd.)

35 20
\\ /
/ 5
3.0 \ 15
\ ,/ N\
\ / [\
\ / 10 [y
25 \ / | \
| | \
\ / 0.5 | \
\ | / \
\ / /
\\ ,"‘ . ~ o \
\ I \ /
\ | —05 \ |
\ / \ |
/ \ |
1.0 \ / \ |
\ / —1.0 \-
| / /
\
05 \oo / s \/
\ / \\/ —15
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Ubersicht

@ Digitale Signalverarbeitung, Basics

@ Lernzielkontrolle
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Lernzielkontrolle A\KIT

a Die folgende Aufstellung fasst die zentralen Punkte zusammen.

a Es wird aufgezeigt, welche Punkte nach Bearbeitung des Kapitels klar sein
sollten.
a Hinweise:
m Die Auflistung ist nicht vollstédndig, sondern fiihrt die wichtigsten Aussagen auf;
nicht erwahnte Inhalte sind dennoch bedeutsam.
m Oft enthalten die Nachweise wichtige Ideen; diese also nicht vernachlassigen.
m Stets versuchen, Gleichungen in Verbindung mit Interpretationen und
Anwendungen zu sehen
a Des weiteren sollten alle kleinen nltzlichen Ergédnzungen verstanden sein.
m Es istimmer eine gute Idee, etwas Gelerntes im Rechner umzusetzen. Dies
hilft beim Versténdnis und scharft das Bewusstsein fir mdgliche Probleme.
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Lernziele A\KIT

Nach diesem Kapitel sollten als zentrale Punkte klar sein:

a Energie- und Leistungssignale, Vektorrdume zur Signaldarstellung

a Fourier-Transformation fiir Energie- und Leistungssignale und deren
Eigenschaften; Wiener-Khintchin

a Abtasttheorem inkl. Interpretation und Eigenschaften

m Verwendung des Abtasttheorems zur Ubertragung von Fourier ins
Zeitdiskrete

a Eigenschaften der DFT (,Wo muss man aufpassen?*)
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Lernziele A\KIT

Nach diesem Kapitel sollten als zentrale Punkte klar sein:
a z-Transformation und Konvergenzgebiete; Bedeutung der
Konvergenzgebiete im Kontext der Systemtheorie (kausal, antikausal, ...)

a Begriffe der Systemtheorie (Kausalitat, Stabilitat) in Zeit- und
Frequenzbereich

® Charakterisierung des Systemverhaltens durch Ubertragungsfunktion,
Differenzengleichung, Polynome, Pol-Nulstellen, etc.

a Allpass und Minimalphasensystem: Eigenschaften und Nutzen

80
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Ubersicht

@ Digitale Signalverarbeitung, Basics

@ Literatur
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